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Théorie algébrique des nombres (UM4MA234)

EXERCICE 1.
(1) Soit av:= —2—. Alors

(2/a—3)* =13

et donc
> +3a—1=0

I1 en suit que « est un entier algébrique de degré < 2 car « annule un polyndme
unitaire a coefficients entiers de degré 2. Comme 13 n’est pas un carré, o
n’est pas rationnel et donc a est de degré 2.

(2) Soit a:= w De méme on trouve que
ot 4+ 40 +60 +4a+2=0

et donc que « est entier algébrique de degré < 4. Reste & montrer que « est
de degré 4. Si a est de degré < 4 alors Q(a) est de dimension < 4, or /2
et i € Q(a) et (1,v/2,4,iv/2) est une famille Q-libre, en effet si a + bv/2 +
c¢i+div/2 =0 alors en séparant partie imaginaire et partie réelle on a

a+bvV2=0=c+dv2

et comme V2 est irrationnel ona a=b=c=d=0.

(3) Soit a := */En;‘/l;, ol a,b sont des entiers distincts sans facteur carré.
On trouve comme polyndme annulateur

(a— )’

2(a+0b)
2 1

P=X"+ X2+

n
Montrons que « est de degré 4. En effet les calculs donnent que \/E,\/BE Q(a),
comme précédemment supposons que :1:—|—y\/5+z\/l_)+w\/ab: 0. Alors z+w+/a#0
implique que
+yva
Vo =2294 ¢ q(va
Tt wia Q(Va)

ce qui est absurde car Q(v/a)NQ(vb) = Q puisque a,b sont sans facteur carré
et distincts. Donc z + wy/a = 0, c’est-d-dire z = 0 et w = 0 car /a est
irrationnel. Et de méme z + y\/a =0 implique que z =y =0.

Par conséquent Q(a) est au moins de dimenison 4 et donc exactement de dimension
4. Donc P est le polyndéme minimal de o qui est donc un entier algébrique si

et seulement si n%2(a+0b) et nla—b. Or si c’est le cas alors n?/4a et donc

si p est un nombre premier divisant m alors p®[4a et donc p =2, il en suit

que n =2 ou 1. Finalement « est un entier algébrique si et seulement si n =

1 ou (n=2 et 2la—b et 2|a+b) (1’une des deux divisibilités est superflue).

(Pour déterminer le degré d’un nombre algébrique a on peut également utiliser
le résultat suivant : si § € Q(«) alors degf|dega.)



EXERCICE 2.
(1) L’égalité v"P(u/v) =0 se réécrit

apu"™ + ap_ ot a " i agr =0

n

et donc v|a,u" et ulagv™. Comme uAv =1, v|a, et ulag.

(2) Je pose r =a/b, ot a,b€ Z. Alors (e*™)?* =1 et donc
2 cos(mx) = ™ 4 e~

est entier algébrique comme somme de deux racines de 1l’unité.

(3) Supposons que cos(mz) € Q. Alors 2cos(mx) € Z car les entiers algébriques
rationnels sont les entiers. Donc cos(mz) € {0,£1,£1/2}, et donc z € {0,1/3,1/2,2/3,1}.

EXERCICE 3.

(1) &(X) =X -1, &(X) =X +1, &3(X) = X2+ X +1, &y(X) = X2+ 1 et
P,(X)=XP1+...4+1. D’aprés 1’identité de Bézout, {a | a An = 1} est en
bijection avec (Z/nZ)* et donc deg® = p(n).

[y, (resp. p;) désigne 1l’ensemble des racines (primitives) n—iémes de 1’unité.]

(2) Comme le degré d’un produit est la somme des degrés, des deux égalités
la premiére implique la deuxiéme. La premiére égalité a pour membres des polynémes
unitaires & racines simples, il suffit donc de montrer que

Mn:HMZ

dn

Si 27 =1 et d divise n alors 2" = 1, c’est-a-dire que g C fp. Si 2 € uy,
alors z = exp(2ima/n) et en notant m le pgcd de a avec n on a que a = ma
et n = md, ot d ANd = 1, et donc z = exp(2ima’/d) € pjj. Enfin si d # d
divisent n et z € ujj, 2 €y alors z génére gy et 2 génére ), qui sont deux
groupes distincts, donc uj;Nuy = <.

(3) Démontrons-le par récurrence. Soit W, le polyndme produit des ®, pour d|n
et d<n, qui est unitaire comme produit de polyndmes unitaires. Par hypothése
de récurrence V,(X) € Z[X], or X" —1=V,(X)®?,(X)+0 donc par unicité de

la division euclidienne (voir corollaire 1) de X"—1 par V¥,(X) on obtient
que @,(X) € Z[X].

(4) Soient p un nombre premier et k>1. &, (X) et ®,(X?"") sont unitaires,
il suffit donc de montrer qu’ils ont les mémes racines comptées avec multiplicité,
et comme ®,(X) est & racines simples il suffit de montrer qu’ils ont les mémes

racines et méme degrés. On a une suite exacte
L= prpr—1 = prpe —> p, — 1

ol f,x — Hp est la mise a la puissance p*~!, qui car elle est bien définie
assure que @, (X) divise ®,(X?). On a toujours la bijection (entre ensembles ! !)
qui découle de la suite exacte

,upk ~ [kafl X Hp



mais ici on a de plus une bijection ,u;k & fhpk—1 X u; en raisonnant en termes

de générateurs de groupes. D’oi ¢(p¥) = ¢(p)p*!, c’est-a-dire

1

deg ®,(XP"") = deg ,(X) deg X** " = o(p)p"~ = p(p") = deg 1 (X)
[On peut également démontrer le résultat par récurrence sur k et & 1l’aide de
la premiére égalité du (2).]

(5) L’ensemble des racines n—iémes de 1’unité est stable par z+— 1/z, et il

en va de méme pour 1l’ensemble de celles primitives car aAn =1 si et seulement
si (—a) An = 1. Le terme constant de ®, vaut (—1)?™ sauf si n = 2 ou il

vaut —1. Donc pour n >2, ®,(X)=(-1)?™X*Me, (1/X) puisqu’ils sont unitaires
et partagent les méme racines. Or o(n) est pair quand n > 2, d’od le résultat.

(6) Si aAn=1 alors apAn =1 et donc w” est une racine primitive n—iéme
de 1’unité, et donc ¥, (wP)=0.

(7) Q(XP) est un polyndme annulateur de w donc Q(X?) divise P(X).

(8) Je note par - 1la réduction modulo p. Q(X?)=Q(X) donc P(X) et Q(X)
partage au moins un polyndéme dans leur factorisation en irréductibles, et par

conséquent cela donne un facteur carré dans le polyndme produit P(X)Q(X) =
®,(X). Mais

(X7 —1) =nXn-1

premier avec X" — 1 (propriété de séparabilité) car n/Ap =1, en contradiction
avec le fait qu’un facteur carré divise X" — 1. C’est donc que Q(w”) #0 et
donc P(wP) =0.

(9) On a démontré précédemment que si p ne divise pas n alors P(wP) =0, et
donc le polyndme minimal de wP est aussi P. On peut comme ga démontrer que
si mAn =1 alors w™ a pour polyndéme minimal P, mais ce faisant on parcourt
toutes les racines primitives n—iémes de 1’unité et donc ®,|P, finalement &, =

P.

EXERCICE 4. Soit o une racine de P.

(1) o™ est un entier algébrique car les entiers algébriques forment un anneau,
et |o" =la|* < 1.

(2) Soit K =Q(a). Alors
Px)= [ (X -o(a)
o:K—C
Considérons maintenant les polynémes F, définis par
P(X)= I & —o@)= ] (X~0a(am)
o:K—C 0:K—=C

Ils sont tous dans Z[X] car
Po(X) = (Pain,an (X)) 2"

et leurs coefficients sont bornés car leurs racines sont toutes de module <
1. L’ensemble {a”",n >0} est donc fini (car inclus dans 1’ensemble des zéros



d’un nombre fini de polyndmes). Il en suit qu’il existe n >m tels que a" =

a™.

(3) Ou a =0 et dans ce cas-1a P(X) =X —-0= X, ou a #0 et donc d’aprés

la réponse & la question (2) il existe n > m tels que a" ™ =1, c’est-a-dire

« est une racine de 1’unité dont le polyndme minimal est un polynéme cyclotomique.

EXERCICE 5.

(1) Je note Gy le groupe des unités de Oy /=g . Soit z = a + by/—d. z est
une unité si et seulement si x est entier et a?’+db®> =1, comme a,b sont en
toute généralité dans 3Z. On en déduit que o' := 2a,V := 2b vérifient (d/)*+
d(t/)> = 4. I1 en suit que si Gy # {£1} alors d € {1,2,3}, d € {&1,42} et
b € {£2,4+1}. En exhaustant tous les cas on obtient que G4 = {£l} sauf pour

Gy = {*1,£V—-1} Gs={£1,+(1++/-3)/2,=(1 - vV—=3)/2}

EXERCICE 6.

(1) K est au plus de degré 4 et contient deux sous-extensions de degré 2, donc
dimg K = 4. C’est une base car libre (voir exercice 1) et de taille 4.

(2) Je note par M, la matrice dans cette base de la multiplication par «,
ol a € K. Alors

0200 0030 0006
1000 000 3 0030
Mﬂ_OOOQ Mﬁ_1000 MV@_OQOO
0010 0100 1000

(3) K|Q est de degré 4, il y a donc 4 plongements & énumérer. On connait les
deux plongements d’un corps quadratique dans C et comme K est engendré en

tant que Q-algébre par \/5,\/3 on a que
{K <5 C} = {id, (V2> —VZ V3= V3), (V2 VEVE s —VB), (V2 = —V2 V3 s —V3))

(4) K — M, est un morphisme d’anneaux, en particulier si a,b,c,d € Q et

a:=a+bv/2+ cv3+ dyV6 alors
Ma:[4—|—bM\/§+CM\/3+dM\/6

Or

det M, = H o(a)

o K—C
D’ou finalement

2b 3¢ 6d

2ad 3ad SZ = (a+bV2+cV3+dV6) (a—bv2+cv/3—dV6) (a+bv2—cv/3—dV6) (a—bv2—cV/3—dV/6)

c b a

QL O o 2

EXERCICE 7.

(1) Si P n’était pas irréductible alors il posséderait une racine dans QQ et
donc dans Z.



Soit m une telle racine. Alors n # 1,—1 mod 3 car (—1)> =1+ 3 =1 mod 3

et (1)*+1+3 =2 mod3, et donc n = 3k mais c’est absurde car on obtient
3(3k*+1)=1.

[On pouvait aussi déja regarder modulo 2, ou alors encore plus simplement écrire
que P(n) = 0 si et seulement si a(a®+ 1) = 3 qui n’a manifestement pas de
solution dans Z.]

P est irréductible de degré 3 et a en est une racine, donc K = Q(a) est de
degré 3 sur Q.

(2) Je prends (1,a,a?) pour base de K. Dans cette base la multiplication par
a? est la matrice

0 3 0
Mge=[0 -1 3
1 0 -1
et donc Try|g(a?) = —2. Par ailleurs sur le polyndme minimal on peut lire puis

déduire par multiplicativité de la norme les trois égalités

Ngig(a) =3 Trgp(a) =0 Nggle®) =9

(3) Soit Q(X) :=det(XI3 — M,) € Q[X]|, le polyndme caractéristique de M.
Alors pour tout z € K, Ngjg(xz) = Q(x). Par ailleurs si r = [K : Q(«)] alors
@ =P, mais ici r=1 donc Q = P.

EXERCICE 8.

(1) Supposons que p=1 mod n. Je pose K :=Q((,) le n—iéme corps cyclotomique
et k = n/(p—1). Soit p un idéal premier au-dessus de p. Alors 1’image de

(¥ dans Ok/p est une racine (p — 1)-iéme de 1’unité donc est un é&lément de

F,, et d’autre part ®,(¢*)=0. [...]

(2) ¢,(N)|N*"—1 et (N"—1)AN™ =1 donc $,(N)AN" =1, donc ¢,(N)AN =1.

(3) Supposons qu’ils forment un ensemble fini A. Soit N un multiple de leur
produit. Comme ®,(N) AN =1, si ®,(N) # 0,1,—1 alors il existe au moins

un nombre premier p qui le divise et qui ne divise pas N, or N € [, est une
racine de ¥,(X) et donc p = 1 mod n mais p divise ®,(N) donc p ¢ A : ce

qui est absurde. Il reste donc i montrer qu’on peut écarter les cas ou ®,(N) €
{0,1,—1}, comme il y a au plus 3deg®, tels N il suffit de prendre un N assez
grand.

EXERCICE 9.
(1) P(X)=>"1[;.(X —a;). Par conséquent,
P'(;) = [ J(cs — o)
J#i
et donc

IIFWQDZZIlﬁw—IWN@j—f%):(—1wmfnﬂ110%‘—@ﬂ2

1<J 1<J



(2) Supposons a,b# 0 (raisonner par densité pour les autres valeurs de a et
b, en usant du fait que le discriminant est une fonction polynomiale des coefficients
du polynéme). Soit « une racine de P qui est donc non nulle. Alors

P'(a)=na"'4+a= (nb/a—an—1)) =aln—1a (-nb/(n - 1)a — a)

Et donc en faisant le produit sur toutes les racines on obtient

disc(P) = (~1)" T 2a*(n — 1)"  (=1)""'  P(—nb/(n — 1)a)
—

produit des racines

c’est-d-dire
. 2n=1) o n—1 n n—1_n
disc(P) =(=1)"z (n"0"" = (=1)"(n—1)"""a")
(3) Appliquer la formule de Vandermonde.
(4) On écrit

n(n—=1) _,
Ni(P'(@) = [[ oP()= 1] Plola)=(-1)"7 dise(P)
o:K—C o:K—C
EXERCICE 10.
(1) La matrice M, de 1l’endomorphisme de multiplication par « dans la base

(1,a,...,a" ') est égale modulo p &

0
1 0

1 0
c’est-d-dire est triangulaire inférieure stricte modulo p. Il en va de méme

avec ses puissances. Donc si wug,...,u,—1 € Z alors

Niolug +wma+ ...+ Up_10" ) = det(upl, +ur My + ..+ up M
= det(upl,) mod p
——

:ug
(2) On le démontre par récurrence sur 7. Supposons que Uuog,...,Uu;—; soient divisibles
par p. Alors
Zujozj =w— Zujaj € pOk

i>j i<j
c’est-d-dire qu’il existe 7 € Ok tel que
py = w4+ ..+ Uyt
I1 en suit que

pnNK"@(V) - NK\Q<Q)iNK\Q(ui +...+ un_la”_l—i)

La valuation p-adique de Ngg(u;+...+u,—1a" %) est donc >n—i >0, c’est-a-dire
par le résultat de la question (1) plul, d’ou plu;.



(3) Supposons que p|#(Ok/Z|a]). Alors ce dernier posséde un élément d’ordre
p, c’est-a-dire qu’il existe w ¢ Z[a] tel que pw € Z[a]. Par la question précédente
on aurait que p divise tous les u;, et donc que w = (pw)/p € Zla] : absurde.

(4) On trouve disc(l,a,a?) = —5%-11. Or d’aprés ce qui précéde
HOx/Zal) A5 =1 et #(Ox/Zl]Y)5 - 11

donc #(Ok/Z[a]) = 1.

(5) Je pose P(X) := ®,(X + 1) qui est un polyndme p-Eisenstein. En effet,
on a 1l’égalité

(X+1)P—1 XP4+17-1
X+1—-1 X
N’
=Xp—1

Q,(X+1) = mod p

et le coefficient constant de P est ®,(0+ 1) = p. Maintenant K, = Q(( —1)
ol ( est une racine de ®,. Comme (—1 est racine de P(X), d’aprés (3) p ne
divise pas #(Ok,/Z[(—1]). Or on vérifie que Z[(—1] = Z[(] et donc disc(K}) =
disc(1,¢,...,¢P7%) = disc(®,). Or ce dernier discriminant est + une puissance
de p et donc #(Ok,/Z[¢ —1]) =1, c’est-a-dire Ok, = Z[(].

(6) Soit p > 2. Premiérement on peut choisir ( de telle sorte & ce que

=¢+¢
qui est un entier algébrique donc Z[w,] C Oyy. Soit € Oy+. Alors v € Ok =
Z[¢]. I1 existe donc ag,...,a,—; des entiers tels que

x:ao—i—al(—i—...—l—ap,lgpfl

Or = est réel et ( = (' donc ¢ =T implique que si ¢ € {1,...,p — 1} alors
a; = ap—;, c’est-a-dire

r=ao+a(C+ ¢ +ar(@ ) b aa (T AT
Comme (¥ + (% = 2cos(2k7w/p) on a que

x = ap+a;2cos(2m/p) + a2 cos(dw/p) + ...+ ap-12cos((p — 1)7w/p)

2

= ag+a1T1(wp> +CL2T2(WP) —|—...+apT—1Tpgl( ) - [ ]

D’olu le résultat.

(7) On fait comme en (4).

EXERCICE 11.

(1) I1 s’agit de montrer que le Z-module M := Ok/Za, ] est trivial. L’idée
est la suivante : en calculant le discriminant de Z[w, 5] on sait que #M est
impair et donc que 2 y est inversible. Par conséquent pour montrer que M est
trivial il suffit de montrer que M|[}] est trivial c’est-a-dire que Ok[i] =
23] (8]

Je commence par le calcul du discriminant. On vérifie que (1,«,[,af) est une
base de Z|w, ] (pour cela on vérifie essentiellement la liberté de la famille



puisque a?f et af? sont combinaisons Z-linéaires de la famille). Les relations
centrales sont Tr(1) = 4 et Tr(yv/m) = Tr(y/n) = Tr(y/mn) = 0 (obtenues en
sommant les images par les plongements de K dans C). S’en suivent les relations

Tr(a) =Tr(8) =2 Tr(ap) =1

A : E 2 _ m—1 2 _ n=1 . .
Les équations minimales a” —a = "~ et *— [ =" impliquent que

Tr(e®)=m+1 Tr(B*) =n+1

Je peux calculer Tr(a?B) et Tr(af?) & partir du systéme

Tr(a*) + Te(Pa) = Tr(afla+F) =" +1
Tr(a’8) - Tr(8%) = Tr(af(a - B) = —o—

et par ailleurs

Tr(aQﬁQ):Tr(aﬁ—i—ﬁ(m_l)—|—a(n_1) (m—l)(n—1)> :H_m—l n—1 (m—1)(n—1)

4 4+ 16 2+2+ 4

Finalement le discriminant est le déterminant de la matrice

4 2 2 1

2 m+1 1 mT“

2 1 n+1 ”T“
1oms e Ti(a?f?)

Un petit calcul montre qu’on obtient ainsi

diSC(l,Og,ﬂ,aﬁ) = (mn)Z
D’ol le fait que (#M)?|(mn)? qui est impair par hypothése. (Reste & faire)
(2) Soit B :=0k/20k. C’est une Fy-algébre on peut donc définir un morphisme

F3[X,Y] — B de telle sorte a ce que X (resp. Y) s’envoie sur 1’image de
«a (resp. de () par la projection Ok — B. Comme

n—1

4

2 7m—1
«Q « 1

€205 [-f=

€ 20k

le morphisme passe au quotient par 1’idéal (X2—X,Y?-Y) et il est surjectif
car Ox = Z|a,[]. C’est un isomorphisme car d’une part A est de dimension

4 et V aussi (se rappeler que O ~ Z* en tant que Z-module et donc B ~
(Z.]27)") .

(3) Comme Vs € Fy,s? =s, chaque application {X,Y} — {0,1} induit un morphisme
A — Fy qui est déterminé par les images de X et de Y par Fp[X, Y] —» A —
Fy. D’oll le résultat.

(4) Si Ok est monogéne alors il existe 7 € Ok tel que Ok = Z[y], et donc
B =Ty[o], od o est 1’image de <y dans B, et on dispose donc d’un morphisme
surjectif Fyo[T] — B ~ A : ainsi 1’application

HomAnneaux(A> ]F2> — HomAnneauX (F2 [T] ) FQ) = I[?2

8



est injective ce qui est absurde.

EXERCICE 12.

(1,a) Soit A :=Za ®...®Za,. Alors #(Ox/A)? divise disc(ay,...,a,) qui est
sans facteur carré, donc #(Ok/A)=1. D’ou le résultat.

(1,b) Premiérement le polynéme P(T):=T*-T—1 est irréductible. En effet,

5’1l ne 1’était pas alors ou il serait le produit de deux polynbmes de degré

2 ou alors il aurait une racine rationnelle : dans le deuxiéme cas la racine

serait +1, d’aprés [Exercice 2, (1)], or c’est manifestement impossible ; dans

le premier cas en écrivant ce que 1l’écriture en produit de polyndmes de degré

2 & coefficients entiers implique, on obtient une absurdité. Donc P est irréductible,
et K est de degré 4.

Calculons le discriminant de Z[o] d’aprés la formule pour le discriminant de
P. On obtient disc(Z|a]) = —283 et 283 est un nombre premier. Donc Ok = Z[a].

(2,2) On passe de (ai,...,q,) & la famille (w,qs,...,q,) par une opération sur
les colonnes et donc

disc(w, ag, . .., o) = 22disc(ay, . .., o)
Comme (w,qs,...,q;,) est une Q-base de K formée d’entiers algébriques et que
x1 € [0,1] par minimalité on obtient que z; = 0.

(2,b) Soit w € Ok . Alors en particulier w € K et donc il existe x1,...,x, €
Q tels que w=uxy01 + ...+ z,0,. On peut réécrire ca de la fagon suivante

w— (|l + ...+ |z an) = (21 — |21])or + . oo+ (T — |20] )t
€0k €0,1] €l01]

D’aprés ce qui précéde, z; = |z1|. En fait 1’argument précédent montre également
que pour tout i, x; = |x;] (en considérant la famille (ay,...,w,...,q,) en mettant
w & la place de ;). Ainsi les x; sont entiers et donc w EZ[al,...,an].

(3,a) Le polyndme T3 — T — 4 est irréductible sur Q[X] car il est de degré
3 et n’a pas de racine dans F3 : K est donc de degré 3. Le discriminant de
Zla] est donc celui de P qui est 4-107.

(3,b) we€ Ok car il vérifie 1’équation w3+2w?—6w—8 = 0. Calculons maintenant
le discriminant de la famille (1,q,w)

1\ 2
disc(1, o, w) = (5) disc(1, o, @®) = 107

Comme 107 est premier on en déduit que (1,,w) est une base de Ok et en particulier
que Z[a] n’a pas le méme discriminant que Ok et donc Ok # Z[a].

EXERCICE 13.

(1) Les ¢;(z) sont les racines du polyndme caractéristique de la multiplication
par z dans K, on a donc

(X — 2)" = IL,(X) QG



Mais comme II,(X) est & racines simples on en déduit que [K : Q(2)] = n et
donc z € Q.

(1,bis). La premiére remarque est qu’un plongement de K s’étend & un plongement
de L et donc les plongements de K sont & valeurs dans L. Par conséquent, si

1 est un plongement de L alors wpop; est un plongement de K comme composée

de morphismes de corps. Maintenant 1) est un automorphisme de L donc on peut
considérer ¢! qui est également un plongement de L, et 1’application induite
wi 1 1oy, est 1’inverse de (; — o ;.

(2) On utilise la définition du déterminant d’une matrice comme somme indexée
par les permutations de {l,...,n} et la formule

disc(au, . .., an) = (det(pi(ay)))?

(3) Comme a et b sont des entiers algébriques (en tant qu’expression algébrique
a coefficients entiers d’entiers algébriques) il reste & montrer que a+b et

ab sont dans Q. Pour cela on utilise le résultat de la question 1 appliqué

a L. D’aprés (1,bis) il existe une permutation 7 € 5, telle que ©op; = V(-

Si e(1) =1 alors (¢(a),¥(b)) = (a,b) et si g(r) = —1 alors (¢¥(a), ¥ (b)) = (b,a).

Par conséquent dans tous les cas
Y(a+b)=a+b Y(ab) = ab

D’ou le résultat.

(4) Soient (ai,...,a;,) une base de Of. Alors
disc(K) = disc(ay, ..., a,) = (a — b)* = (a +b)* — 4ab = (a +b)*> mod 4

Or a+b est un entier donc disc(K)=0,1 mod 4.

EXERCICE 14.

(1) (1,j,j2) est un exemple de triangle équilatéral, et les autres sont obtenus

a4 partir de lui en appliquant une similitude qui consiste & composer une translation
(additionner par un o € C) et une rotation + homothétie (multiplier par un

g eC*), et donc si zp,29,23 sont les sommets d’un tel triangle alors

s+ zmj+tmit=a+ B+ (a+Bi)j+ (a+ B3 =al+i+ )+ 8L+ +5") =0

Réciproquement, si zl+22j+23j2 =0 (et 2, # z3 sinon le triangle est trivial...)
alors en translatant par —z; on obtient (zp—z1)j+(23—21)j2 =0, c’est-a-dire

23 — 21 .9
- = _j

R — 21
équation qui donne 1’angle entre les segments [z1, 2] et [z, 23]. Finalement 1’é&quation
initiale est stable par permutation cyclique des z;, cela permet de déduire
que les trois angles du triangles sont égaux.

(2) D’aprés ce qui précéde, 1l’existence d’un triangle non trivial donnerait
que —j? € K, absurde car —j? ¢ Q. On peut aussi dire que le polynéme minimal
de j sur K est 1+ X+ X2, car ce dernier est le polyndéme minimal de j sur
Q et KNQ(j) = Q, ainsi 1’existence d’un triangle équilatéral donnerait

10



que 21 + 20X + 23X? serait un multiple de 1+ X + X?, et donc z; = 25 = 23.

EXERCICE 15.

(1) L’application linéaire R? — R? donnée par la matrice

=6 1)

induit une bijection entre réseaux Z? — L. Donc

covol(L) = |det M|covol(Z?) = p

(2) Cy(r) est une ellipse centrée en (0,0) et de demi-axes de longueur /7, \/7/d,

donc
mr

vol(Cy(r)) = 7

Elle est bien compacte, symétrique et convexe donc d’aprés le lemme du corps
convexe si 27%vol(Cy(r)) = covol(L) alors LN Cy(r) # 2. D’ou le résultat avec

_ 4pVd

™

r

(3) Soit (a,b) 1’élément dans cette intersection. Alors a = ub[p] et donc comme
a = ublp] et u* = —d[p] on a que a®+ db* = 0O[p]. Soit k 1’entier tel que a®+
db?> = kp alors 0 < kp = a? + db* < %&, d’ol le résultat en simplifiant par

p.

(4,5) Premiérement si p est de la forme a’+db? alors p ne peut pas diviser

a et b car sinon p? diviserait p, et si b est divisible par p alors a aussi
car a? = —db*[p]. Donc b est inversible modulo p et on conclut sur le fait que
—d est un carré modulo p. On démontre ainsi un sens & chaque fois des deux
équivalences a démontrer.

Supposons que p = 1,3[8] et p # 2, et d = 2. Alors —2 est un carré modulo p
et la constante h associée vaut 1, donc d’aprés (3) p est de la forme a” +
207 .

Supposons que p = 1[3] et p # 3, et d = 3. Alors —3 est un carré modulo p
et la constante h associée vaut 2, donc d’aprés (3) p ou 2p est de la forme
a? +3b%. Si 2p = a? + 3b* alors modulo 3 on obtient —1 = a? : absurde. Donc
p est de la forme a® + 3b°%.

EXERCICE 16.

(1,2) I est maximal si et seulement si Ok/I est un corps. Par conséquent,

si N(I) est premier alors O/l est un anneau de cardinal p : il est donc isomorphe
a F, qui est bien un corps ; si I est maximal alors Of/I est un corps fini

qui est de cardinal une puissance d’un nombre premier et N(I) = |Ogk/I|.

EXERCICE 17.

(1,a) P est un idéal premier de Ok donc PNZ est un idéal premier de Z.
I1 existe donc p un nombre premier tel que pZ =‘PNZ et il n’y a qu’un seul
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nombre premier dans pZ, d’ou le résultat. Enfin 1’inclusion d’idéaux implique
que N|N(pOx) = [Ngjo(p)| =p* et N # 1 car B # Ok . Donc N € {p,p*}.

(1,b) Si N =p? alors |(pOk)/B| = % =1, c’est-a-dire P = pOk.

(1,c) Supposons N = p. Ecrivons la décomposition de pOf en produits d’idéaux
premiers, comme B C pOf alors il existe un idéal P’ tel que

pOk = 513‘3/

La multiplicativité de la norme donne que p? = pNg(P’) et donc que Ny(P') =

p. Il en suit que P’ est maximal, c’est-a-dire premier, d’aprés (1, Ex.16)

et donc que pOx = PP’ est bien une décomposition en produit d’idéaux premiers.
Comme Ok est monogéne généré par w on en conclut que P modulo p se décompose

en (I'—a)(T—b), ou a,be€F,, et que P = (p,w—c), ol ¢ est un entier. Finalement

si P n’est pas principal alors pour tout a € P, aOg # P, c’est-d-dire |Ngjg(a)| =
Nk(aOk) est divisible par p et > p. Donc |Ngjg(a)| = 2p. On conclut en remarquant
que si n € Z alors w— (c+np) €°P.

(2) d = 101 = 1[4], donc le discriminant vaut 101 et la borne de Minkowski

vaut un peu plus que 10. Par conséquent, Cl(Ok) est généré par des idéaux premiers
contenant un nombre premier p € {2,3,5,7}. Soit P un tel idéal. Montrons qu’il

est nécessairement principal. S’il est de norme p® alors d’aprés (1,b) il est
principal. S’il est de norme p =23 ou 7 alors P(T)=T*-T-25 est, d’aprés

(1,c), réductible modulo p mais c’est absurde car P est de degré 2 et n’a pas

de racine modulo 2,3 ou 7. Supposons qu’il est de norme 5. Comme

T? —T —25=T(T —1)[5]

d’aprés (1,c) P = (5,w) ou (5,w—1) mais comme leur produit vaut 50k, montrer
que 1’un est principal revient & montrer que (5,w) est principal. Eh bien, si
(5,w) n’est pas principal alors toujours d’aprés (1,c) pour n =1 on obtient
que 5= |Ngjg(w —5)] >2-5=10, absurde. Donc ‘B est principal.

EXERCICE 18.

(1) T3—2 est 2-Eisenstein donc K est degré 3. Calcul classique du discriminant
de (1,a,0?). L’indice i de A dans Ok a donc au plus 2 ou 3 dans sa décomposition
en facteurs premiers. Or 7°—2 est 2-Eisenstein donc d’aprés un exercice précédent
2 ne divise pas i et (T'—1)>—2 est 3-Eisenstein donc 3 ne divise pas i (car
A=Zla]=Za+1]) ; i=1 et donc A= O.

(2) La borne de Minkoswki est < 3. Cl(Og) est généré par les [5((Q)) ou () est
un facteur irréductible de 7°—2 € Fy[T], or il n’y a que T comme tel facteur.
Donc Cl(Ok) est généré par I,(T) = (2,a) = I et comme I? = 20k, on obtient
que Cl(Ok) = {[Ok],[I],[I?]}. D’ou le résultat.

(3) (Démonstration rapide) I posséde a et 2= € a0k, donc I =aOy. (Démonstration
qui se généralise méme s% NK|Q(a) n’est pas un nombre premier) I3 =20y implique
que N(I)=2, or par ailleurs

|I/aOk| = N(aOk)/N(I) =1

d’ou le résultat.
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EXERCICE 19.

(1) On applique la méthode et on trouve & chaque fois que la famille génératrice
du groupe des classes est composée d’idéaux principaux.

(2) Ok = 7Z[\/=5] et la borne de Minkowski est < 3. Le polyndéme minimal de
V=5 est T?+5 et il se décompose en (T+1)? modulo 2. Donc Cl(Ok) est généré
par la classe de p = (2,1+v/—5) qui est d’ordre 2 car 20k = p%. Cette égalité
donne également N(p) =2 : p n’est donc pas principal car 2 ne s’écrit par
comme la norme d’un a:x+y\/—_5€ Ok qui vaut x? + 5y2.

(3) Ox =Z[v/—14] et la borne de Minkowski est < 5. Le polyndme minimal de
V=14 est T? +14 et il se décompose en 72 modulo 2 et (7 — 1)(T'+ 1) modulo
3. Je note

po = (2,V/—14), ps_ = (3,V—14—1), ps, :=(3,V—-14+1)

ils vérifient les relations

p; =20k  p3-P3s+ =30k  N(p2)=2  N(ps;)=N(ps-)=3

On cherche un élément dont la décomposition en nombres premiers de sa norme

ne comporte que des 2 et 3 : par exemple a. := 24+/—14. L’idéal ay := a0y

est de norme 18 =2.3%. Par conséquent sa décomposition comprend une occurence
de py. Par ailleurs elle comporte deux occurences de p3, ou deux de p3_, ou
une occurence de p3 et une de p3_ : mais la troisiéme situation est impossible
car on aurait 2++/—14 € ay C p34p3_ = 30k . Finalement le fait que aja_ =

2 implique que a_ # a, (sinon 2 € a, et donc p3 divise a, : absurde) et donc

que quitte & échanger + et — dans la notation des idéaux on a

aL = Pz(P3,i)2

Le groupe des classes de O est donc engendré par un élément d’ordre 4 car
p, n’est pas principal (2 n’est pas de la forme z?+14y? avec z,y € Z), donc

Cl(Ok) ~Z/AZ.

EXERCICE 20.

(1) La borne de Minkowski est <7, et modulo 2,3,5 le polyndme minimal de /—30
vaut 7%, on pose donc p, = (p,/—30).

(2) La normde /—30 vaut 30 =2-3-5 donc —300k = papsps.

EXERCICE 21.

(1) Tl x(T) = T™ modulo p est une écriture en produits d’irréductibles de
F,[T], et donc pOk =p™, ou p=1,(T) = (p,a).

(1,bis) Je note I, x(T) =T"+an, 1T" '+...+a1T+ag. Soit p un idéal divisant

pOk et e > 1 1’entier tel que pOx = p°a et p ne divise pas a. Il suffit

de montrer que e > n, car en appliquant les normes on a déja que e < n. L’équation
I, k(a) = 0 donne que a" € pOk C p, comme p est premier on en déduit que

a€p. I1 en suit que a;a’ € p*! donc a”+ay € p¢T!. Or ap n’est pas divisible

par p?, donc ag ¢ p°™!, d’ou a" ¢ p°tl. On conclut avec a" € p", qui donne
n<e-+1.
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(2,a) Si p=p? alors N(p) = N(p)? et donc N(p) =1, ce qui est absurde car
p # Ok.

(2,b) BOkg C p, il existe donc un idéal b de Ok tel que O = pb. Si p
divise b alors 3 € p* : absurde. Donc p ne divise pas b, mais comme il est
premier cela veut dire que b et p sont premiers entre eux, c’est-a-dire b+

p - OK.
(2,c) p est totalement ramifié donc N(p) =p, il en suit que
N(BOk) = N(p)N(b) = pN(b)

et N(BOk) = |Nkio(B)] = |bo|. D’ou plby. Si p*lby alors p|N(b), donc pOx C b
et b Cp : absurde.
(2,d) Démontrons par récurrence sur j que plb; pour Vi < j, (j € {0,...,n —
1}). L’égalité "+ b, 18" '+ ...+ b8+ by =0 implique que

Bn + bn_lﬁn_l +...+ bjﬂj =0 mod pOK

et comme (BOk)" = p"b", en particulier 3"Ok C pOk, en multipliant par /" 177
on obtient

bjﬂ”_l =0 mod pOgk

En prenant les normes on obtient que p" divise b?bg_l. Comme by est de valuation
p-adique 1, b; est divisible par p.

(2,e) Le polyndme caractéristique de [§ est donc un polynéme p-Eisenstein, en
particulier il est irréductible et donc K = Q(f).

EXERCICE 22.

(1) Le discriminant de 7% —2 est —2!!' et comme 7% — 2 est 2-Eisenstein, il
1
en suit que |Og/Z[27]|* divise 2'1 et est premier avec 2, d’oi le résultat.

La borne de Minkowski de Q(21) est < 7.
Pour 2 on a un idéal premier p, tel que p; = 20k.

Pour 3 on a
T —2=(T*-T - 1)(T*+T—-1)

et donc deux idéaux premiers Pz ,P3_ tels que
ps+ps— =30k

Pour 5 le polynéme 7%—2 est irréductible modulo 5 donc 5Ok est premier et
principal.

Finalement, Cl(Ok) est généré par [p,| (d’ordre 4) et [p3.].

EXERCICE 23.

(1,a) Si z,y ont un diviseur commun a alors a? divise d et donc a = +1. Si
r et d sont divisibles par un nombre premier p alors p divise y? et donc p divise
y, finalement p? divise d : absurde. De méme pour y et d.

(1,b) a+a posséde y++/—d donc 2y et 2v/—d, et donc 2y et 2d. Finalement,
y et d étant premiers entre eux on obtient que 2 € a+ .
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20 =p%, ot p=(2,vV/—d+1) ou (2,v/—d) en fonction de la parité de d. Par
conséquent, a4 a possédant 2 on obtient que

Cl+a:2(9[( ou p ou OK

Mais comme 2 ¢ a+a, il reste Ok ou p. Dans ce dernier cas, on aurait p divise
a et a, et une seule fois car y ++/—d ¢ 20k = p?. Or on sait par ailleurs
que aa = (zOk)? : absurde. D’ol a+a= Ok.

(1,¢) aa = (zOk)® et a et @ sont premiers entre eux donc a est lui-méme le
cube d’un idéal, disons a = b3. Par conséquent [b]> = 1 dans Cl(Of) dont le
cardinal est premier avec 3 : il en suit que [b] = 1. Finalement a est bien
le cube d’un idéal principal.

(2) Existent donc a,b € Z tels que b = (a + b/—d)Ok. En particulier (a +

bW—d)? =y++/—d, c’est-a-dire
a® — 3b*da =y (3a* — b*d)b =1

En suivent que b= +1, d=3a>—b, et y=a(a®—3d).

Finalement, ou d est de la forme 3a’£1 et dans ce cas-1a b est déterminé par
d modulo 3, et donc +a est déterminé. Le choix du signe de a correspond au
choix du signe de y. Mais en faisant agir la conjugaison complexe on a également

que a = ((a — by/—d)Ok)? et donc
z=(a+0v/—d)(a—b/—d)=a*+d

I1 y a donc zéro ou deux solutions (a’+d,+a(a*—3d)), ol a est déterminé par
d=3a*=+1.

EXERCICE 24.

(0) D’une part 2°—y* = (z—y)(z+y) et d’autre part r—y et r+y ont la méme
parité donc les solutions de &(1) sont les solutions de z —y = +l, x4+ y =
+1, c’est-a-dire (x,y) = (£2,0) ou (0,%2).

(1) Soit (z,y) € Z*. Alors (z,y) € &(d) si et seulement si Ngjg(%+%Vd) ==+l

si et seulement si Z

5—1—%\/36 O . Dans ces équivalences il y a une subtilité
qui est de démontrer que si (z,y) € Z? alors r+yv/—d € Og : c’est immédiat
si d = 1 modulo 4 car Og = Z[HQ‘/Z[], et si d = 2,3 modulo 4 alors z* = dy?
modulo 4 et donc y? = z? =0 modulo 4 (car 2,3 ne sont pas des carrés modulo
4) et donc g,% € Z. En fonction de la description de Ok on obtient n,m €

Z tels que

1+ +/d
9

g—i—%\@:n—l—m\/& ou g—l—%\/a:n—l—m

d’ou le résultat, car définis ainsi m,n sont uniquement déterminés par z,y.

Finalement, le théoréme des unités pour K affirme que O ~ {£l1} X Z, car
il y a deux plongements réels et aucun plongement complexe, et donc &(d) est
infini.

(2) Soient a+bVd e OF N1, 4o0].
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Si a®> —db* =1 alors (a+bvVd)™' =a—bVd et donc
a+b\/a>1>a—b\/a>0

ce qui donne par soustraction 2bv/d >0 et donc a > bvd > 0.

Si a®? —db* =1 alors on a

at+bVd=bd—a>0

et donc bvd > a > 0. Cela nous dit que @(O;N[1,+oo[C NxN. Réciproquement,

si z,y >0 et (z,y) € &(d) NN xN alors %&>1 car x,y > 1 ou alors x = 2
et y=0.

Soient (x1,y1),(%2,y2) € &(d) NN x N telles que y; < ya.
Si 2% — dy? = 22 — dy? alors

xy— i =d(y; —y;) >0

et donc xo > 7.
Si 23 —dy} =23 — dys — 8 alors 8+ 2% < x3 et donc =y > .
Si 2% —dy? = 22 — dy? + 8 alors
2 2 2 2
xy —xy =d(y; —y;) =8> -2
——
>2:3=6
car la différence stricte de deux carrés postifs est >3, ce qui donne également
T K To.
Dans tous les cas on en déduit

x1 +y1Vd < Ty + y2V/d
2 2

(3) Soit v € O, v#1,—1. Quitte & considérer —v ou 1/v on peut supposer
v>1. Alors u est minimal donc v > u. Ainsi ou v =wu ou vu~ ' € OFN1, +oo[,
dans le deuxiéme cas vu ! > wu, i.e. v > u®. Par récurrence, on en déduit
que ou v n’est jamais une puissance de u ou v > u* pour tout £ > 1. Mais
ce deuxiéme cas est absurde car u > 1 et donc u* — +0o quand k — co. Donc
v est une puissance de u. D’ou OF = {*u* k € Z}.

On peut donc procéder de la fagon suivante pour trouver des unités fondamentales.
On fait varier y > 1 de fagon croissante, et on regarde si dy?44 est un carré
d’entier. D’aprés le résultat de la question (2), le nombre algébrique associé
croit également et donc la premiére fois que dy?’+4 est entier c’est qu’on

a trouvé 1’unité fondamentale de Q(v/d). On trouve ainsi

14+2
2+3
(1++/5)/2
5+ 2v6
8+ 3V7
10 3++/10
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EXERCICE 25.

Rappelons que les anneaux d’entiers sont respectivement Z[(3],Z[(5] et Z[(;]. Pour
les deux premiers la borne de Minkowski est < 2, et donc leurs groupes des
classes sont triviaux.

Plagons-nous dans le cas K = Q({7;). Je note ( = (; qui a pour polyndéme minimal
le polynéme cyclotomique
T -1
T-1
La borne de Minkowski est < 4, reste donc a décomposer les nombres premiers
p=2 et 3. ®;(T) n’est pas irréductible modulo p si et seulement s’il posséde
une racine dans s (en fait dans Fj,s (car si ®7(7) a un facteur modulo p de

degré k alors il en a un de degré 6—k...). Si elle existe cette racine doit
étre une racine 7—iéme de 1’unité # 1. Or on sait que pour tout ¢,

Fy ~Z/(¢—1)Z

et donc F, posséde une racine primitive 7—iéme de 1’unité si et seulement si
7|¢ — 1. I1 en suit d’une part en listant les puissances de 3 que ¥;(7T) est
irréductible modulo 3, et d’autre part comme 7 ne divise pas 2 ni 4 mais [F§ ~
Z]TZ on a que ®7(T) est un produit de deux facteurs irréductibles de degré
3, qu’on peut aisément déterminer

Oo(T) — (T? + T+ 1)(T° + T + 1) = =217 € 2Z[T]

Par conséquent, pour montrer que Cl(Of) est principal il faut et il suffit

de montrer que 1’idé&al p = (2,1+(+(3) est principal. Pour cela (soyons optimistes)
montrons que p est généré par « := 1+ ¢ + (*. Pour montrer cela il faut et

il suffit de montrer que 8 = N(p) = |[Nkjg(®)|. Allons-y :

Nijgla) = [ o)
= JJa+¢ +¢™)

= [Io+ ¢ +EHa+ct+¢)

k=1

= |8

o, (T) =T+ T+ T+ T+ T*+ T +1

ou j’ai posé

(14" + %)
1

8=

3
k=

Or on a
fo= 1+¢+)A+C+O)0+C+¢)
= 1+(+O)+C+C) A+ + T

®7(¢)+2¢3

On arrive donc & |B]> =4|y|?, ot y=1+(¢*+('. Finalement
WP =0+C+CNA+C?+O) =2+14++ '+ P+ P+ P+ =2

-~

=®7(¢)

D’ou le résultat escompté.
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PrROBLEME II. (FORMULE DU NOMBRE DE CLASSES)

(1) A est le discriminant de P(7) le polynéme minimal de v/—d ou (1++v/—d)/2

en fonction de la congruence de d modulo 4, il en suit que A est un carré #

0 modulo p (resp. n’est pas un carré modulo p; divisible par p) si et seulement
si P(T) se factorise modulo p en produit de deux irréductibles distincts (resp.
est irréductible modulo p ; est le carré d’un irréductible modulo p). Il en

suit que N(p) =p si (%) =0oul, et N(p)=p? si (%) =-—1.
(2) On a 1’égalité

Gels) = JI =)™

On peut maintenant diviser par (gp(s) et obtenir

- Teor T aorr =T (3)r )]

(3) Si n=p{"---p¥, posons

o= (&) )

Alors xa(p) = <%> si p est premier et par définition xa est multiplicative.
Donc

ls) [HO=xapr™) " =) xaln)

Gals) = n

(4,a) D’une part deux éléments de Ok engendrent le méme idéal si et seulement
s’ils différent d’un élément de O ; d’autre part la norme de bOf vaut

[ Niig(0)] = [b* = [ba]*2® + (b1bs + b2y )wy + [ba|*y?

avec b= xb + yby et b = 7Zby & Zbs.

D’aprés le théoréme des unités, Oj n’est composé que de racines de 1l’unité.

Par conséquent, le nombre d’idéaux principaux de norme < 7T vaut L fois le
WK

nombre de b€ b tels que |Nkp(b)| < T : d’aprés le lemme il y en a

2nT 21T
|disc(by, by)| i O(\/T> - N(b)v—-A * O(ﬁ)

(4,b) Soient by,...,b,, des idéaux représentants les classes de Cl(Og). Un idéal
a de Ok est tel que ab; est principal pour un unique entier :. Par conséquent

18



les idéaux de Ok de classe [b,- ! de norme <7 sont en bijection avec les idéaux
principaux de Ok de norme < T'N(b;) inclus dans b;. D’ol quand 7 — o0

& ([ 27(TN (b)) ,
F(T) = ;(N<bi>wm+0( TN([JZ)))

27ThKT

(6) Soit s> 1. On commence par écrire

Gl = 3 F(n)— F(n—1)
o:Ol 1 1
- ;F(n) (n_ R 1)8)
Et ensuite

ot il existe C' >0 tel que pour s <1, |e(s,n)| < O35
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LEMME 1. Soient R un anneau et () un polyndme unitaire dans R[X]|. Alors pour
tout P € R[X], il existe un unique couple (7,S) tel que P = QT+S, degS <
deg ().

COROLLAIRE 1. Supposons que R C R’ soit une inclusion entre anneaux. Supposons
que T(X),S(X) soient des polyndmes de R'[X] tels que P =QT+S et degS <
deg@. Alors T(X),S(X) € R[X].

LEMME 2. Soit A un anneau de caractéristique p. Alors x + 2P est un endomorphisme
de 1’anneau A.

LEMME. (CAUCHY) Soit G un groupe fini dont le cardinal est divisible par
un nombre premier p. Alors (G posséde un élément d’ordre p.

PROPOSITION 1. Soient A un Z-module libre de rang r et B un sous—Z-module.
Alors B est libre de rang " <r, et si r=1" et P est la matrice d’une base
de B dans une base de A alors

#B/A=+det P

Preuve. Application du théoréme des facteurs invariants : cf. Proposition A.3.7.
dans 1’annexe du cours. ]

COROLLAIRE 2. Soit K un corps de nombres de degré n et A C B C Ok deux
sous—Z—modules de rang n (ou de fagon équivalente tels que A ®; Q = B ®z
Q= K, ou encore tels qu’ils contiennent une base de K). Alors

disc(A) = (#B/A)*disc(B)

LEMME. (DU CORPS CONVEXE)

Soient L un réseau de R"™ et A C R™ un sous-ensemble mesurable (la mesure
de Lebesgue est notée \).

Si 27"A(A) > covol(L) (resp. A est compact et 27"\(A) > covol(L)) alors

ANL+ o
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